Estratto da «Archimedes - Fasc. 4, 1993

MODELLI MATEMATICI IN ECOLOGIA

I modelli matematici utilizzati nelln studio della fisica, che costituiscono la
solida base per la risoluzione di molti problemi pratici dell'ingegneria e a]tr.e
scienze applicate, hanno fatto parlare di «irragionevole successo della matemati-
ca nello studio delle scienze» (dall’articolo [1] del premio Nobel per la fisica
Eugene Wigner), Questo successo era del resto stato pmffatizgan:r quasi quattro
secoli prima da Galileo {il grande libro dell’Universo & scritto in lingua marema-
tica ... [2]) e da allora la fisica si & servita della matematica come proprio lin-
guaggio e strumento di lavoro, formulando ogni suo problema in .tem_'linll ta!i.da
renderlo adatto ad essere trattato matematicamente, Ma in questi ultimi anni la
modellizzazione matematica & stata introdorta, talvolta con difficolta non trascu-
rahili, anche in discipline tradizionalmente considerate poco adatte ad.un simile
approccio, quali I'economia, la sociologia, la biologia. Questa espansione del}a
matematica applicata & incoraggiata sia dalla constatazione dello srraﬂrdm_:u:m
sviluppo di quelle discipline che tradizionalmente ne fanno usa, sia daﬂa_dnﬂu-
sione di mezzi di calcolo sempre pili veloci che consentono l'utilizzo di certe
tecniche matematiche, alcune magari gia note ma finora considerate scarsamen-
te maneggevoli. .

Per quanto riguarda la biologia, che & la scienza che studia le proprieta e la
natura degli organismi viventi, ed in particolare I'ecologia, che & quc.lla parte
della biolagia che studia le interazioni fra le popolazioni di organismi, la loro
distribuzione nell’ambiente e le relative numerosita, un proficuo utilizzo dei
modelli matematici non costituisce una facile impresa. Sono ancora molti 1 bio-
logi che non considerano necessario formulare in termini matemarici ip{'opri
problemi ¢ sostengono che il fatto che i modelli matematici si siano rivElatl_cc[g
utili in fisica e in ingegneria non implica che lo siano anche per l'ecologia. Simili
dubbi derivano dalla consapevolezza che gli ecosistemi sono difficilmente rildu-
cibili a schemi semplici e sono influenzati da tanti fattori imprevedibili e difticil-
mente misurabili. Lutilizzo del computer ha permesso di realizzare modelli
senza limiti pratici nel numero ¢ nella complessita delle equazioni che 1i_cnsti1u.ij
scono, e quindi in grado di tener conto di un numero molto r:lerv_atu d} det_tggh.
significativi. Questo & I'approccio dei modelli di simulazione, uuL nell stna_]m di
particolari sistemi, ma poco adatti a fornire informazioni generali. Inoltre il loro

181

utilizzo, per forza limitato a fsoluzioni numeriche, & spesso ostacolato dal fatto
che raramente esistono in ecologia dati sufficientemente precisi da permettere
una stima adeguata dei parametri contenuti in tali modelli.

Lalternativa & di introdurre drastiche approssimazioni, trascurando tant
dettagli, per conservare nel modello solo gli elementi ftenuti pit significativi. T
modelli cosi ottenuti, pur apparendo come caricarure del sistema reale, permet-
tono un’analisi qualitativa delle loro proprieta anche attraverso metodi analitici,
consentendo di ottenere conclusioni di validita pit generale, Nella costruzione
di tali modelli si parte dal pit semplice possibile per poi introdurre un fattore di
complessita per volta. Questo modo di procedere permette di capire quali sono
gli efferti, sul comportamento del sistema, determinati da ogni particolare ele-
mento rappresentato nel modello, suggerendo anche quali fattori, e sotto quali
ipotesi, possono essere trascurati senza che questo aleeri troppo i risuleari.
Modelli di questo tipo vanno quindi apprezzati per la loro capacita di fornire
informazioni qualitative e generali su ampic classi di sistemi, piuttosto che per la
loro precisione o per la descrizione quantitativa del comportamento di partico-
lari ecosistemi.

Di questo si rese bene conto il lsico matematico italiano Vito Volterra, con-
siderato il fondatore dell’ecologia matematica, che gia agli inizi del nostro secolo
suggeriva di estendere ad altre discipline, fra cui la biologia, i metodi della fisica
matematica (si veda [3]), Volterra sapeva bene che anche i modelli usati corren-
temente in fisica contengono drastiche semplificazioni: si pensi ai gas perfett, i
Huidi incompressibili, i corpi rigidi, i fili inestensibili e privi di massa. Eppure i
risultati ortenuti con simili idealizzazioni, proprio grazie alla loro generalita,
costituiscono il punto di forea e Norgoglio della fisica,

Diescriviamo nel seguito aleuni modelli di ecologia matemarica, allo scopo
di illustrare le ipotesi che stanno alla loro base ¢ aleuni metodi che permettono
di trarne delle informazioni uili.

Il primo esempio riguarda la formulazione di un modello matematico per
descrivere la crescita, o il decline, della popolazione di una singola specie, ovvero
la dinamica di una popolazione. Il punto di partenza é uno dei principi di base
dell’ecologia, che afferma che una popolazione, in un ambiente caratterizzaro da
quantitd praticamente illimitate di risorse vitali e spazio disponibile, si dproduce
a un tasso direttamente proporzionale al numero di individui presenti. Questo
principio era gia stato enunciato con estrema chiarezza dall' cconomista inglese
Themas R, Malthus in un famoso saggio apparso nel 1798, dove affermava che la
popolazione umana, se incontrollata, aumenta in progressione geometrica | [4] ).
Per descrivere matematicamente questo fatto chiamiamo con Nig) il numero di
individui presenti nella popolazione all'istante ¢, ¢ supponiamo che N(t) sia una
funzione differenziabile (questa pud sembrare un’ipotesi strana, visto che N
assume valori nell'insieme dei numeri naturali; ma per valori elevari la si pué
immaginare come una variabile continua, con un ragionamento analogo a quello
che si fa nella meccanica dei fluidi o nella teoria dell’elasticita dove si trattano
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come continue grandezze che sarcbbero da considerare discrete per la loro strut-
rura molecolare). Assumendo costanti i tassi specifici di natalita, &, e di mortaliti,
d, (rispettivamente il numero di nascite ¢ di morti riferito all'unita di tempo e
all'unita di popolazione) si ottiene la seguente equazione differenziale che rap-
presenta il modello di crescita malthusiana di una popolazione:

(1) N=aN, cona=(b-d) e N:=dN/dt,

la cui soluzione & 1a funzione esponenziale: N{#) = NiO}e®, Questa soluzione,
calcolata ad intervalli regolari di tempo, fornisce la progressione geometrica pre-
vista da Malthus, Ma la crescita illimitata prevista da rale modello non pud rea-
lizzarsi in un ambiente finito; il modello (1) pud eventualmente approssimare la
crescita iniziale di una popolazione, ma quande guesta supera certi valori occor-
re considerare un modello piit generale, in cui il coefficiente & non sia pil
costante ma funzione decrescente di N (Malthus espresse questo concetto
dicendo che, pet quanti sforzi si facciano, i mezzi di sostentamento possono al
piil crescere in progressione aritmetica, € lo squilibrio fra la crescita esponenzia-
le della popolazione ¢ quella lineare delle risorse non pud che provocare soffe-
renze e morte) ottenendo:

(2) N = g(NIN.

La scelta pin semplice per il rasso di crescira g (N) & la funzione lineare
giN)=lr—sNlconrs costanti positive. Il modello cosi ottenuto, detto di cre-
scita logistica, fu proposto per la prima volta dal matematico belga Verhulst nel
1838, e rappresenta tuttora il pit famoso modello demografico. In pratica,
rispetta al modello malthusiano, contiene in pit il termine quadratico negativo
che descrive l'effetto inibitore che il sovraffollamento esercita sul rasso di cresci-
ta. Pur trartandosi di una equazione differenziale non lineare, 'eguazione logi-
stica pud ancora essere risolta esplicitamente mediante separazione delle

, . M0 L . .
variabili, ottenendo N1.£}=—r—”er—'. Questa funzione si avvicina
r+ sNIDNe™ =1

all'asintota N = r/s per tempi positivi, cioé, come si voleva, la popolazione st
assesta su un valore finito, detto capacita portante (in fig.1 sono rappresentati
due grafici della funzione N{¢) per tempi positivi, con due diverse condizioni
di partenza N(0)). Se N(0) & compreso fra 0 e /s, la funzione & continua € cre-
scente anche per valori negatvi di £ e ammette IPasse delle ascisse come asinte-
ta sinistro. Se N(0) = #/s la soluzione € una funzione decrescente anche per
tempi negativi, tende all'infinito quando ¢ si avvicina da destra al walore
1

- ¥
P= . ln| 1= sN'_('IjI e non pud essere prolungata con continuita a sinistra di

tale asintoro verticale.
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Le stesse inf zioni
: ormazioni sull’ evaluzi sintotica, cioé i
T T T lone asintotica, cloé per tempi lunghi,
e o -;:J';j u.‘mm: uglstlc::} possono essere ottenute dal solo studio
: bro dell’equazione differenzial
‘ . e (2), anche se
i secon : de : . (2), nza conoscerne
o ;sghma. Diciamo che la popolazione si trova in condizioni di equili-
rio quando il suo valore non varia nel tempo, ciod N =0 Cuesto si verifica i
) » ' 5 Ve Ca n
corr i zeri
- ispondenza degli zeri del secondo membro, Nj =0 e N =»/5 ifig, 2a)
n punta di equilibrio si di i il si e s .
men}:‘: o qu_thi_:uno si dice stabile se quando il sistema viene spostato legger-
it E550 1_1;: ritorna spontaneamente; instabile se invece se ne allontana
uler h:lulmutc. al segno della funzione a secondo membro si ricavana inform
mi 51 abilits i ilibri N
e ?St;ihlhm degli equilibri: dalla figura 2a risulta evidente che guando N
si trova al vy i ilibri N i
. da:l DIEE d!l equilibrio N, un leggero incremento di popolazione sard
g n i i .
eulto da Ern?ncure incremento, essendo la derivata positiva in un intorno
o di | _ R : .
destio &b L“]r,h:h{r_mn a N, JI] ustcmadrispunde invece come se fosse soggetto ad
iamo verso il punte di equilibrio paiché i
; rio poiché la derivata & positiva i
unt i il ‘ positiva in
fomo sinistro € negativa in un intorno destro di N;. In questo caso si dic
. = ’ <
che il punto N; & un attrartore globalmente stabile
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(ueste informazioni possono essere rappresentate rip-:rrtand_n sﬁll’_asg_e
delle N i punti di equilibrio ¢ disegnanda neg!t ?ltn punti delle [re;u.t_ che s:1 ::
cano |'evoluzione di N{#), il cui verso & deducibile 'fh'i segno della derivata tem
porale (il grafico cosi ottenuto & detto diag,rarnmﬂ.. di .Fasfe}. , _ "

Un'analisi di guesto tipo, detta analisi qualn:nauva dell equazione dit eren-
ziale, pud essere fatta anche per mo::}cl]i di crescita con funzioni g_(M pil a;::::;
plicate, per le quali tisulta in genere LITi}p-ClrsslblllE trovare una m?uo?t an up_-ﬂ,;;
Ad esempio se il secondo membro dell’equazione {IE‘J ha un gra ico come q[[etti
di figura 2b (si tratta di un modello adatto 4 t‘lESCIlV&I‘?_ pupolanc:jm c:;ln_le e
cooperativi o forme di difesa di gruppo che hanno un }nﬂ;cr?z? ene IL]DI]‘Sma_
crescita della popolazione, rappresentata F[al fratti in mu_g{f Ve IE.I:E.'SL?EII‘;'&
lisi gualitativa porta a concludere -chr.r: dei quattro va_lqn di tc!uxlglbno N?F} sd-:;lli
instabili (N] e N}) e due stabili (N; e N, 1[mmagtlnando ilv ore i tella

popolazione come un punto che si muove sull asse _nﬁzzc:ntalr:, qucat;l} ticn &
ad uno dei due attrattori a seconda che si trovi a sinistra o 2 dtszLa de 1F:-u_m::._
repellente N che pud essere cnnsidera.tg come uno spartiacque ¢ _tDe imita i
bacini di artrazione (detti domini di stabilita) dei due qu:hbrl j:mblll. a t..jl.JIESta_.
analisi si pu dedurre che quando il valore della ;_mgola.zmmla viene ; _tfm‘;s?n_.ldnnj:;
pressi di N piceole perturbazioni (come prthFW ulul'nm_msu‘m1 iin w:ﬂ udlg
possono provocare il passaggio da uno stato d{ cqu:lhl:rr]n, caratterizzato h
valori elevati, ad uno con valori maolto pil l:_sassn o v1cemlzrsa. Infcfrmnzmm
questo [ipo possono risultare utili ad esempio ncﬂul studio dello s l'.l.![[ﬂmtl;l.[f_"f
controllato di popolazioni naturali attraverso la caccia 0 19E pesca. I p(l;l semplici
modelli usati a tale scopo sono basati suil‘:_-qu:??mne 'lo_gmtn:a_ (Eﬂnd'm temﬁn
aggiuntivi che tengono conto del preiiex.m.ll.n pit semplice .polmcg‘ i contro :.;
consiste nell'imporre una quota fissa di biomassa prelevabile, e cid pud essc
modellizzato inserendo un termine costante negativo:

{3} N:{r—.‘-‘N]‘N‘b

Per analisi degli equilibri del modello (3) & _s,u_fﬁcic{'ue tIEi_:il&EC ck b L;:;ni_taa
verso il hasso la parabola della fig. 2a. Con semplici cnnmdrcrazmm !;-c eh 'EEa-
me come esercizio ai lettori) si pud verificare che con valori del prelievo '1'11;. e
riori all'ordinata, #/4s, del vertice della panlabﬂ:la compare un ]:j?m ibrio
instabile che delimita il dominio di stabilita dell'unico equilibrio stabile pcﬁ:zi
vo. Se il punto che rappresenta Niz) finisce, per una q_ual_uuque r!agmuc,ial di
sotto di tale valore di soglia, il sistema evolve verso Lesun:n-.::mg del aﬂpaio aao_
ne. Se poi b supera il valore r/4s l'unica r:\r-a!uz:._une pq_:lsmhlh: & fquc ac 1:: m:ﬁ
duce all’estinzione. In altre parole la popolazione si assesta su ;‘;1‘4'3 ore &
equilibrio stabile, con una densita inferiore alla capacita portante della papﬂ'r
zione non sfruttata, a patto che N non scenda al di sotto di una certa sog Hd?:,
che il prelievo non superi certi livelli, QucsFo esempio MOstra COme, ;?a;[en :
da modelli teorici molto semplici ¢ approssimati, si possano oTtenere informa
zioni generali su problemi di ecologia pratica.
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Uno degli scopi principali dell’ecologia & quello di studiare le interazioni
fra diverse popolazioni che coesistono nello stesso territorio. Per questo la
nascita dell’ecologia matematica viene fatta coincidere con la pubblicazione
ncg_]i anni trenta, dei modelli di Volterra che descrivono comunira di specie |::aiuj
logiche interagenti. Volterra comincio ad occuparsi di problemi di ecologia
subito dopo la prima guerra mondiale, stimolato dagli studi del genero, il hiolo-
go Umberto D'Ancona, riguardanti le fluttuazioni periodiche .nssen:ate nelle
popolazioni di alcuni pesci dell’ Adriatico. I biologi del tempo cercavano, senza
successo, di mettere in relazione tali fluttuazioni con i possibili Tllul;.l'nf:‘!'ltj
periodici di fartori come il clima, la pesca o la guantitad di nutrienti immessi in
mare. L'approccio seguito da Volterra fu decisamente diverso: considerd un
sistema ideale formato da popolazioni di prede e predatori uniformemente
distribuiti nello stesso territario, Fece dapprima delle ipotesi sul tipo di crescira
df’ ciascuna popolazione considerata singolarmente, cioé in assenza di interazio-

ni: per le prede ipotizzd per semplicitha una crescita malthusiana dato che
f:lispcungnnn di abbondanti risorse vitali (plancton €CC.), mentre per 1 predatori
ipotizzo, in assenza di prede, un decadimento esponenziale dovuto ad un rasso
costante di mortalitd per mancanza di cibo (quest'ultima ipotesi esclude ['even-
tualita che ci siano altre forme di cibo per il predatore oltre alla preda conside

rata nel modello). Per rappresentare matematicamente le interazioni fra le due
specie penso a popolazioni di individui erranti nella spazio in maniera del turro
casuale, in modo che il numero di incontri fra prede & predatori nell'unica di
tempo fosse proporzionale al prodotto delle rispettive densiti di popolazione, e
ad ogni incontro postuld una probabilita costante che | predatore u{‘-:_‘jda,la
preda. Ad ogni istante lo stato del sistema pud essere descritto mediante i valori
di due sale variabili, chiamate ad esempio X e ¥ (dette variabili di stato) che

rappresentano rispettivamente il numero di prede e di predator presenti o equi-

vaI.tﬂtemtntc, visto che si & ipotizzato che le popolazioni siano distribuite
uniformemente, le rispettive densita. Supposto, come nei modelli visti sopra,

chzf Xie) e YU siano funzioni differenziabili del tempo, il modello di Volterra
P essere sCritto come:

[4} . XZX[!'—E‘}.F}
Y =Yi=e+cX)

. L’cqye}ziunc che descrive la crescita della densita di prede contiene un ter-
tnine positivo proporzionale a X (il termine di crescirg malthusiana) e un termi-
ne negativo proporzionale al prodotto fra le due densita, il quale esprime la
diminuzione nel numero di prede in

s _ seguito agli incontri con i predatori.
guazione per

: la crescita dei predatori contiene invece un termine lineare
negativo (la mortalitd per fame) ed un termine positivo, proporzionale al pro-
f:]mta delle densita, che esprime il fatto che il predatore trae beneficio dagli
incontri con le prede in quanto attraverso la nutrizione ricava I'energia che gli
permette di riprodursi. Queste semplici equazion prendono il nome di equazio-



— 186 —

ni di Lotka-Volterra in quanto furono usate indipendentemente, negli stessi
anni, anche dal chimico £ statistico austriaco Alfred J. Lotla per descrivere delle
reazioni chimiche oscillanti. Questo fatto non deve stupire in quanto le ipotesi
delle popolazioni erranti e degli incontri casuali che stanno alla base del model-
lo di Volterra sono molto simili a quelle che si fanno in cinetica chimica per
descrivere la rapidita con cui le molecole reagiscono in base al meccanismo
degli urti molecolari nella tearia cinetica dei gas. Dalla risolurione di queste
equazioni si ottiene che entram:be le popolazioni presentano un comportamento
oscillatorio periodico al trascorrers del tempo, proprio come nelle popolazioni
ittiche dell’ Adriatico. Uinterpretazione del tipo di soluzioni otrenute & in questo
caso semplice. Supponiamo che ad un certo istante ci siano poche prede, Cio
provocherd una diminuzione anche del numera di predatori per scarsita di cibo.
Questo fatto da respiro alle prede che cominciano a tiprodursi quasi indisturba-
re accrescendo cost la propria popolazione. In seguito a cid i predatori si trove-
ranno con una grande abbondanza df ciho e potranno crescere di numero, ma
tale aumento potteri ad una decimazione di prede ricominciando cosi il ciclo.
Dal modella (4) Velterra ottenine anche informazioni sul perindo delle oscilla-
zioni, sul valore medio di ciascuna popolazione e, ¢id che & pill imporrante, su
come tali grandezze sono legate ai parametti contenuti nel modello.

Anche nel caso di modelli in due variabili risulta conveniente introdurre
una terminologia geemetrica che permette di visualizzare conCetti astratti come
guelli di stato o di evoluzione di un sistema. Interpretando valori delle varabili
di stato come coordinate sugli assi di un piano cartesiano & possibile rappresen-
rare lo stato in cui si trova il sistema come un punto. Al trascorrere del tempo le
densita delle specie considerate generalmente cambiano, e guindi il punto rap-
presentativo del sistema, detto anche «punto fase» con un termine mutuato
dalla meccanica, descrive una traiettoria {curva di fase). Ad esempio per il
modello (4) le traietiorie sono le curve chiuse di fig-3a, L'insieme delle curve di
fase disegnate sul piano costituisce il diagramma di fasc del sistema dinamico.
Le orbite percorse dal punto fase sono sempre piu grandi, ciog descrivono oscil-
lazioni sempre pit ampie di entrambe le popolazioni, mano a mano che lo stato
iniziale viene preso pil1 lontano dal punto E. Qucsto punto rappresenta una par-
ticolare traiettoria caratterizzata dal fatto che le variabili di stato restano costanti
nel tempo. In altre parole, in quel punto le derivate di turte le densita sono nulle
e se il sisterna viene a trovarsi i ad un certo istante [i resterd se non intervengo-
no perturbazioni dall’esterno. Una traiettoria di questo tipo € chiamata «punta
fisson o «punto d'equilibrios del sistema. Ma in un ecosistema reale ci sono
continue perturbazioni, dovute fattori non considerati nel modello, che modi-
ficano i valori delle variabili, e allora & di fondamentale importanza studiare la
stabilita dei punti di equilibrio. Se in un sistema che si trova in equilibrio vengo-
no leggermente modificati i valor di una o pi1 variabili di stato, cioé si porta il
punto fase a una certa distanza dal punto di equilibrio, si possono osservare
diverse evoluzioni: pud accadere che lo stato del sistema ritorni spontaneamente

— 187 —

Y [ X =X(r—hY) .
1 . { X=X{r—sX =bY¥Y
Y=¥[-e+cX) : )

I .
 Y=Y(—eteX)
I

i

sl a?i]
V=Yi-er ey
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all'equilibrio ariginari :
|ibri?:, sehb:r;rlpg;:j;{:Ji:E?;E che la distanza del punto fase dal punto di equi-
vamente 1] e izialmente, ren_da ad avmentare allontanando definici-
figso & stabile, o attranc.s-tam otiginario. Nel primo caso si dice che il punto
due c’¢ il caso de[l’muifi;::;;:d secondo caso & detto instabile. Al confine fra i
spostato dall’equilibrio ve ﬁm?rgmaje in cui ogni volta che il punto fase viene
allontanarsi ulteriorme td ¢ ITe U una nuova traiettoria senza avvicinarsi né
iy r:ll e. Questo & proprio il caso del modello di Lotka-Vol-
PR equﬂjbﬁgor;;m"mjﬂ particolare e, in un certo sensa, raro, Infar
termini nelle equazioni din l‘g"nh ¢ scompare non appena si introducona nuovi
modello (4) consiste nel mnal'I:llc e Ad CECmplo una modifica ragionevole del
della specie preda in assen esj;ljerm e cresaa logistica, anziché malthusiana
equaziote un termine ,ju 3 PrEdamfmt' (;m si ottiene inserendo nella prim;;
librio E interno al qlm‘fﬁiﬂi:*;ﬁ;‘ﬁ“:ﬁtt‘iﬂ" - 5’-?1'3!‘“{‘& variante l'equi
oscillazioni ; Lo rattore verso il quale rendono
siale | t.igln;;"“;fii?:‘:ﬂtzt;e le traicttorie che partono da qualsiasi e e TE:]
e I f;m_:s.ml f'PU sono df:[l.1 glnhaimr:nte stabili, ¢ a questa
gono tattl § sistemi dinamici lineari dorati Jdi un punto fisso
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stabile. Ma in dinamica di popolazioni i modelli sono quasi sempre non lineart,
cioe le variabili che compaiono nelle equazioni dinamiche sono moltiplicate fra
loro (come nei termini di interazione dei modelli di Volterra) e nei modelli non
lineari si possono avere pill punti di equilibrio. In tal caso & utile visualizzare il
moto del punto fase come una pallina che rotola su un paesaggio di colline ¢
vallate. La pendenza del terreno in ogni punto da un’indicazione sul moto della
pallina, ovvero l'evoluzione dello stato del sistema, se ad un certo istante venisse
a trovarsi li. Gli stati di equilibrio sone allora localizzati nei punti a pendenza
nulla, cioé nei tondo valle e nelle vette delle colline: i primi sono stabili, i secon
di instabili. Attorno ad ogni punto di equilibrio stabile ¢’e una regione tale che
le traiettorie che iniziano in un punto di essa convergono verso il punto di equi-
librio: tale regione & il dominio di stabilita del punto fisso, Nei modelli ecologici
& imporfante avere una stima della grandezza ¢ della forma det bacini di attra-
zione in quanto questo ci dice fino a che punto pud essere perturbato lo stato,
con la garanzia che poi il sistema tormera spontaneaments all’equilibrio origina-
rio. Se invece lo spostamento del punto fase, provocato ad esempio da un pre-
licve o da un'immissione da parte dell'uomo di individui di una certa
popolazione, fa uscire la stato del sistema dal bacino dell'equilibrio in cui si tro-
vava inizialmente, I'ecosistema inizierd un'evoluzione spontanea ¢ irreversibile
verso una nuova condizione di equilibrio, clog una nuova vallata del paesaggio
dinamice, Questo nuovo equilibrio potrebbe anche essere caratterizzalo dal
valore nullo di una densitd, quindi dallestinzione di una popolazione, o dalla
preponderanza di specie non desiderate, Saper prevedere quali tipi di modifiche
pOsSSono avere in un ecosistema CoNseguenze cost catastrofiche & uno dei compi-
ti dell’'ecolngia matematica.

Nei modelli non lineari i punti fissi non sone gli unici artrattari possibili,
ma sl POssono Avere {raieltorie attratorici pin complesse. Un caso interessante &
quello del ciclo limite stabile. cio# una traiettoria chiusa nello spazio degli stat
che attrae utte le trajettorie che si trovana vicino ad essa. In questo caso il siste-
ma evolve verso una situazione di equilibrio dinamico in cui le variabili di stato
hanno un comportamento oscillatario. Tali oscillazioni sono ben diverse da
quelle rappresentate dalla siruazione di equilibrio marginale del modella di
Lotka Volterra, Infatti se si allontana lo stato del sisterna daun ciclo limite stabi-
le esso vi ritornerd; in particolare se una pertu rbazione porta il punto fase ester-
namente al ciclo limite 'ampiezza delle oscillazioni diminuira fino a tornare a
quelle di equilibrio, mentre se il punto fase viene spostato Verso I'interno le
oscillazioni saranno sempre pil ampie fino a tornare all'ampiezza del ciclo
limite. Si possono avere anche cicli limite instabili, e, analogamente ai punti di
equilibrio instabile nei modelli unidimensionali, generalmente costiruiscono
delle barriere separatrici fra bacini di attrazione.

Un ciclo limite attrattivo si puo oftenere introducendo nel modello preda-
predatore un'altra piccola modifica che consiste nel considerare un effetto di
caturazione dell’appetito del predatore. Nei modelli considerati finora la quan-
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tita di pr iz "unira di
i d 1[1 zi:srirs;r{;?m:: ;:]E urj:m _dl tempo da! singolo predatore era proporzio-
A ; ede Ehm-.c;u.l QIJE‘ST.I:II pud essere vero per densita basse, ma
vino a saziarsi, e che a qucﬁ::j:pflr;ii ?iir:‘lf:j:;tc:.il}::o'le Sl“PPD”E e predavoriart
i @ saza . ¢ -a la loro propensione i mangiare
o E:__ “ : d{;ﬁ:liﬁap:;i'u in zrﬁ stesso mud_ello I'ipotesi di crescita Ingi?tica
ol ];,,1 vione dell'appetito dei predatori si pud avere un equili-
|'¢quj_]_[b1-i:: E., ;:j;:l Ic:a sv:_cnnd? dei valori dei parametri, e nel caso che si ;]bbia
[ e 2 ‘:- ]e E ;l:::;ug:jc :].r:ngnnflr altratte ?Jsll un ciclo limite stabile che
Lo circonda (fig. 3¢). I pas: da una situazione di equilibrio stabil i
tf::f;,?;:;];:;t;:;i l::: Z:é}?datu d.axun ciclo limite attrattore pué w’i;ﬂ‘;]:::a;ﬁ
e e a ca_pam!a portante della preda. Si pud pensare che le
e v e ol Is\?c:n--:\tc |n.|:|f:rn:: pop_ufazinni reali siano descrivibili
mediante un ciclo B 05--1]] on & ;_mss:hﬂc mf;al'rc: pensare che 'ampiczza pratica-
e costante « wr.m. © a]?m:l osservate sia descrivibile con traiettoric neu-
ralmente sabl : xquel e del mﬂjdcﬂo di Lotka-Volterra, la cui ampiezza
(e moc :l_}csrs in seguito ad ogni perturbazione del sistema,
sl din:;{;:ihrndnd.e“u’ Pll"-‘l_:'USFO da Volterra nel 1927, & quello che
equazioni proposte da VOT;_EFI‘:P; ;ﬂi‘i;cs‘a‘;;f’mpez}“” B oo b
R . erra sto caso prevedono una crescita logistic
Falra e meroruce i sovmine meamor o, e s cos
Lo apecte. ues : o, proporzionale al prodot .
due ¢ i{njszjbi:_, Ejpﬂ!dz_lﬂﬂl:, in ?nrr:unl:r!: L.: equazion u:[if'fvarf-.n?.i:alir;I f.nfatti[ ?ad;::i
specie provoca una diminuzione del cibo comune & quindi ha

un effetto inibi ; i '
“ inibitore sulla crescira dell’alera. Tl modello che i artiene &
mediante le seguenti equazioni: e e

(5] X =X{r-sX -bY)
Y=Yir—s'Y-#X)

X=0 ¢ V=0 o tbsluc .nrrf-.uun tracciando le lines caratterizzate da
luoghi dei puntli . tarfziar:: ::rfilf;[?; L:; ra}'.-l‘}t‘]es::;t]z}nn rispettivamente j
ueste lin .. e e orizzontale delle traiertorie di fase.
UQgﬂi rmmu:?‘:iils;;ll-fﬁzz : . del piano con X ¢ Y di segno costante. Cosi :Tl
e o € SSDCl{frtAun vertore di componenti (X, Y) tangente alla
S p— q[ml::jﬂa I St::;un_da dei valori dei parametri si possono
fig. 4d il modello preveds In cortistonna fig. 4. Solo nel caso rappresentato in
mentre ntgﬁ aleri tf:e casi i;,;; CE}?HS-[ cnza dE]_]E specie in un equilibrio stabile
sta sulla propria capacita o di una specie, con Paltra che si asgej
camente indipendel:;ue i aﬂorran[;_. I_\Im d.m‘gr.mnmi 4a e 4b ['evoluzione & prati-
particolare [ra.i::.tm ia, d 4 condizone iniziale, mentre nel caso 4c¢ esiste una
ria, detta separatrice, tale che il sistema evolvera versa estin.
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Fig. 4.

zione dell’'una o 1'alira specie a seconda che la condizione iniziale si trovi ;:1:; una
parte o dall’altra rispetro a tale curva. Una piceola modifica dello stato d&.l sistemi
vicino alla separatrice pud guindi risulrare cruciale per La sua evqh.mol}e iutl_uTa.

1 primi tre diagrammi di fase di fig. 4 esprimono il principio di c.:sc]usmge
competitiva, che riceve ampio supporto dagli studi effettuari su sistemi naturali
di laboratorio: era gid stato evidenziato sperimentalmente dal hmiu:-golmsm
Crause e ampiamente discusso da Darwin il quale fece notare chc due specie non
possono coesistere a lungo nello stessa territorio se hanno idr:nm:thc csigenze.

Juesto principio puo essere esteso al caso in ol le specie in competizione
per le stesse risorse sono pit di due: in tal caso solo una sopravvive climinando
tutte le altre. -

Molti dei concett: definiti sopra per i modelli a due variabili restano validi
anche per modelli con pit di due popolazioni interagenti. Anche il 1inguaggin
geometrico pud essere in buona parte mantenuto estendendo a spazi con #
dimensioni i concetti di punto e di distanza. Nei maodelli non lineari con piu d}
due variabili si possono avere attraftor ancora pii complessi, fino ai cusiddetr.E
attrattori strani caratterizzati da traiettorie dense e caotiche del punto fase (si

veda ad esempio [5]).
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In conclusione per descrivere matematicamente la dinamica di una comu-
nitd biologica occorre scegliere un certo numero di grandezze misurabili
mediante le quali si possa caratterizzare lo stato del sistema. Tali grandezze sono
dette variabili di stato, e i valori assunti da queste al trascorrere del tempo
descrveno 'evoluzione del sisterna. Nei modelli di Volterra le variabili di stato
sono le densita di popolazione delle specie, e questa & la scelta effettuata wittora
in quella vasta schiera di modelli noti come modelii di dinamica di popolazioni.

Descrivere in maniera completa la dinamica di un sistema significa cono-
scere e funzioni che danne il valore delle variabili di stato in ogni istante e per
ogni possibile condizione iniziale. Cio permette di calcolare in modoe immediaro
lo stato in cul viene a trovarsi il sistema in un qualsiasi momento del passato o
del fururo solo conoscenda la stata iniziale. Purtroppo quasi mai si arriva alla
conoscenza di tali funzioni, che sono dette soluzioni del modello. Utili informa-
zioni sulla dinamica del sistema posseno comungue essere ricavate direttamente
dalle equazioni differenziali. Esse definiscono implicitamente il modo in cui il
sistema si evolve in quanto permettono, partendo da un certo stato, di calcolare
le variahili in un istante immediatamente successive, Da guesto nuovo stato si
otterranno allo stesso modo § valord delle variabili dopo un altre piccolo inter-
vallo di tempo e cosi, passo dopo passo, si possono ottenere le soluzioni deside-
rate. Questo metodo, che & guello normalmente usato nella risoluzione
numerica delle equazioni differenziali, richiede un notevole sforzo di caleolo (in
genere richiede 'impiego del computer) e permerte ogni volea di studiare il
modello solo con valor fissati Jei parametr, e per intervalli limitati di tempo. Si
studiano allora, come negli esempl mostrati sopra, certe propriera qualitative ¢
generali delle soluzioni che permettono di ottenere informazioni sull'evoluzione
a lungo termine del sistema dinamico senza dover conoscere esplicitamente le
soluzioni. Le prime proprieta che vanno dimostrate in ogni modello, anche se
per ragioni di spazio cid non & stato fatto negli esempi riportati sopra, riguarda-
no Pesistenza, l'unicita, la positivita e la limitatezza delle soluzioni. Infarti per
ogni possibile stato iniziale la traicttoria che descrive 'evoluzione del sistema
deve essere unica, caratterizzata da valori positivi delle densita di popolazione &
tale che nessuna di queste cresca a dismisura, in quanto cid sarebbe incompati-
hile con la limitatczza degli spazi e delle risorse energetiche a disposizione degli
ecosistemi. Dimaostrazioni di questo genere non servono di certo a provare che
le popolazioni di una comunita contengono un numero positivo ¢ limitato di
individui, ma a verificare se il modello, nonostante le drastiche approssimazioni
in esso contenute, & in grado di fornire risultati ragionevoli.

Dagli esempi visti risulta che talvolta, in seguito ad una piccola modifica dei
valori dei parametri di una equazione, si ottengono cambiamenti altrettanto pic-
coli nelle traiettore, mentre in altri casi cid pud provocare cambiamenti sostan-
ziali, come il passaggio da un equilibrio ad un altro o a un ciclo Limite. Siccome
nei sistemi reali molti paramerri subiscono continue modifiche a causa della
variabilith degli ambienti naturali, risulta particolarmente importante identifica-
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re, in base alle equazioni dinamiche, quali sono i parametri al cui variare il
modello presenta simili discontinnita di comportamento.

[ modelli studiati negli anni 30 e 40 sono stati ampliati ¢ generalizzati in
questi ultimi anni. Ora vengono studiati modelli con termini di diffusione che
descrivono popolaziont distribuite sul tertitorio in modo non uniforme, modelli
con strutture d'et all'interno della popolazione, modelli che prevedono tempi
di ricardo fra cause ed efferti. Inoltre sono stati proposti modelli nei quali si con-
sidera la possibiliti che i parametri possano subire variazioni casuali per tenere
conto dei continui disturbi sempre presenti negli ambienti naturali; tali modelli
sono dettl stocastici € vengona tratati con metodi probabilistici.

Contemporaneamente si & cercato, sulla base di questo lavoro teorico, di
ortenere dei modelli per la risaluzione di problemi di ecologia pratica. Infarti,
come i modelli astratti e generali della fisica costituiscono il fondamento per 1
modelli applicativi usati in ingegneria, cosi i modelli rearici dell’ecologia mate-
matica possono costituire il punto di partenza per lo sviluppo di modelli applica-
bili a problemi concreti. Un simile apptoccio & stato utilizzato ad esempio per
Affrontare il problema dello sfruttamento controllato di una popolazione natura-
le, come & stato gid accennato. Un altro problema classico dell'ecologia matema-
tica & quello del controllo biclogico di una popolazione di insetri nocivi, ottenuto
mediante l'introduzione nello stesso ambiente di un predatore naturale
Jell'insetto in questione. Il metodo ha successo se i] sistema preda predatore che
si viene a costituire ha un equilibrio stabile, o un ciclo limite stabile di piccola
ampiczza, caratterizzati da una bassa densiti di prede. Luso di modelli matema-
tici permette di capire quali dovrebbero essere le caratteristiche del predatore
per garantire l'esistenza di un simile attrattore, e quali fattori ne rafforzano la sta-
hilita. Il lare studio permette ad esempio di alfermare che 'uso di insetticidi,
uecidendo sia prede che predatori, porta il punto fase del sistema lontano dal
punto di equilibrio facendo cosi iniziare un periodo di ampie oscillazioni [carat-
teristiche del sistemi preda-predatore), con periodiche esplosioni nella popola-
sione di insetti nocivi. Lintroduzione di un nuovo predatore pud invece fare
assestare il sistema in una situazione di equilibrio caratterizzata da una densitd
minore di insetti nocivi. Finché il punto fase del sistema si trova vicino all'equili-
brio non s hanno grosse flurtuazioni nelle popolazioni; se perd la densita della
preda venisse a trovarsi, per qualsiasi motivo, a valori pil bassi i predator mori-
rebbero di fame creando le premesse per un’esplosione successiva di insetti
nocivi. $i giunge cosi ad una conclusione inaspertata: per stabilizzare il sistema in
tali circostanze & convenienle agginngere una certa quantita di insetti nocivi avvi-
cinando cosi il sistema al suo punto di equilibrio ed evitando quindi il pericolo di
ampie oscillazioni, Mostrare I'esistenza di simili comportamenti controintuitivi
degli ecosistemi & uno dei compiti dell’ecologia matemarica.

G1an ITaL0 BiscHI
Tstituto di Biomatematica dell'Universit
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